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1°r¢ Partie. 1)
Résultats préliminaires.

A-Calcul de la dimensin d’un sous espace vectoriel de E.

2)

1) Conclusion immédiate du théoreme de décomposition des noyaux car
(X — AP AQ =1, puisque Q(N) # 0 et du fait que (u — Mg)P et Q(u) 3)
commuttent avec u car sont des polynomes en u, donc leurs noyaux sont
stables par u.

2) a) Ve F\=ker(u—Ag)P,ona: (v—AEg)P(r) = (u—NEg)P(z) = 0g,
donc v — Mg est nilpotent, en particulier x, 7, (X) = (=1)4X4, ot
b) xo(X) =det(v—XIg)
— det(v — Mg — (X — \)Ig)
= Xv-\ig (X - )\)
= (D)X =N
OnaF = F,\ @ ker Q(u) avec Fy, ker Q(u) stables par u,v = up, et
W = U ker Q(u)s AONC Xy = Xo-Xuw = (—1)%(X — N)%x
c) D’aprés ce qui précede on a : x, = (—=1)4X — N4y, = (X — \)PQ,
ainsi (X —\)P divise (X —A)¥x4, or (X —=A)PAxy, = 1, car x,(A\) # 0,
d’ott (X — )P divise (X — A\)?, donc p < d, de méme et puisque
Q(N) # 0, on a aussi (X — \)¢ divise (X — A\)P, donc p > d, d’on
I’égalité.

B-Un résultat sur le polynéme minimal.

Posons J, = {P € K[X] tel que : P(u)(z) = 0}, on vérifie facilement,
tenant compte de la relation (PQ)(u) = P(u) o Q(u), que J, est un
idéal non nul de K[X] car contient 7,, donc engendré par un unique po-
lynéme unitaire de degré minimal noté m,, qui vérifie m, ,(u)(z) = O,
car m,, € J, et qui divise m, car m, € J, et m,, engendre J,.

{mzu tel que : x € E,x # 0g} est fini car inclu dans
{P € K[X] qui divisent m,} qui est fini.

Posons m = 72/ Tzu, Ce POlynome a bien un sens car
z#0g

{meu tel que : x € E,x # O} est fini, et il est divisible par tous les po-
lynémes ., donc m(u)(zx) = 0,Vo € E, dou m, = P/ --- P divise
7, car m polynéome annulateur de u, donc V1 < i < r, P divise 7, donc
dx € E tel que : x # Op, qu'on notera y; tel que : P divise m, ,,, car P,
est irréductible.

Comme 7,(u) = 0= P (u H P (u), alors

J#Z
E =KerP™(u) ® KerH P ) donc y; = x; + z;, avec
J#i
x; € KerP(u), 2z; € KerH P (u)
J#

Supposons x; = 0g, alors y; = z; € KerH P , donc

J#i
HP% )(yi;) = Op, d’ou m,,, divise HP 7 or P2 divise 7, ,, donc
JFi JFi
divise aussi H Pjaj , impossible car les Pjaj sont premiers entre eux deux

J#
a deux puisque les P; sont irréductibles deux a deux distincts. Donc



4)

5)

1)

2)

Montrons maintenant que m,,, = P, en effet R = 7, , divise P{" car
x; € KerP (u), mais aussi S = m,, , divise HPfj, pour la méme rai-
J#i
son, donc RA S =1, en utilisant la question suivante on aura P/ divise
Tyw = RS et P NS =1, donc P divise R, d’ou I'égalité.
Supposons z+y = 0, donc y = —x et par suite R(u)(y) = —R(u)(x) = 0,
donc S = m,,, divise R, absurde.
D’autre part : (RS)(u)(x +y) = R(u) o S(u)(x +y) = R(u) o S(u)(x) +
S(u)o R(u)(y) =0, car R(u) et S(u) commuttent, donc 7,4, divise RS
Or my(u)(z +y) = 0, donc mpy(u)(y) = —mupy(uw)(z), don
(RBzyu)(W)(y) = R(u) o Topyu(u)(y) = —R(u) o Tapyu(u)(z) =
—Tpiyu(t) 0 R(u)(x) = 0, donc S = m,,, divise Rmyiyqy, o8 S AR =1,
d’ott S divise my4y 4, de méme R divise g4y, et comme S A R = 1, alors
RS divise 7y, d’oll I'égalité.

Prendre e = 21 + - - - + ;.

2tmePartie
Etude de C = {u € L(F) tel que : degm, =n — 1}

A-Le cas d’'un endomorphisme nilpotent.

7 € Kervf = v*(2) = 0 = v*(2) = v(0) = 0 =
r € Kerv*+1,
Comme on a déja Kerv**! C Kerv®*2, il suffit de montrer I'autre inclu-
sion.
En effet, z € Kerv**? = v**2(2) = v**(v(2)) =0
= v(z) € Kerv* ! = Kerv*
= vk (v(z)) = vt (2) =0
= 1 € Kervkt!

Utilisons la  contraposée de l'implication  précédete, donc
"l =0,0""2#0 = E = Kerv" ! # Kerv" 2 |

= Kerv" 2 # Kerv™ 3

= {0} = Kerv? # Kerv
or {0} C Kerv C --- C Kerv"™! = E, donc les inclusions sont strictes.

3)

4)

5)

6)

Montrer k < Kerv*, par récurrence sur k en utilisant le fait que
dim Kerv* < dim Kerv**!, donc

dim Kerv* + 1 < dim Kerv**1.

Montrer Kerv® < k, par récurrence descendante sur k en utilisant le fait
que dim Kerv*~! < dim Kerv*, donc

dim KervF—! < dim Kerv® — 1.

Si KervP™ = Kerv? @ F, alors dim F' = 2.
De plus vjp : F' — v(F) est bijective car Kervp = F N Kerv C
F nKerv? = {0}, donc dimv(F) = dim F = 2
reF = v (z)=0 car F C Kerv?P*!
= v(z) € Kerv?  car vP(v(x)) =0
Donc v(F') C Kerv?, mais aussi Kerv?™! C Kerv?, donc KervP~ ' +v(F) C
KervP.
D’autre part :
r € KervP ' Nou(F) = 32/ € F tel que : x = v(2’) et vP~1(z) =0
= d2/ € F tel que : x = v(2’) et vP(2') =0
— J2/ € FFNKerv? tel que : x = v(a')
==z =0
car x = v(2’) tel que : 2’ € F N Kerv? = {0}
Ainsi Kerv?™' N o(F) = {0}, dou Kerv?' & v(F) C Kerv?, et
donc dimKerv? > dimKerv?™! + dimov(F) = dimKerv?™' + 2. Or
dim KervP~™! > p — 1, d’out dim KervP™! < p — 2, or dim KervP™! > p — 1,
absurde.

D’aprés la question 3) on a :

0 < dim (Kerka) — dim (Kervk) < 2, d’aprés les questions précédentes
on a dim (Kerv*™') — dim (Kerv*) ¢ {0,2}, donc dim (Kerv*™) =
dim (Kerv*) + 1, or dim (Kerv"™) = n car Kerv"' = E, donc par
récurrence descendante on montre facilement que dim (Kervk) =k+1

Supposons Kerv C Imuv, et soit F' un supplémentaire de Kerv dans Imuv,
donc Imv = Kerv @ F, d’ou

Imv? = v(Imv) = v(F) = Imu|p et

Kervp = F N Kerv = {0}, d’aprés la formule du rang appliquée a vp,
on conclut que : dim F' = dim Imv? = n — dim Kerv? = n — 3 mais aussi,
dim F' = dim Imv — dim Kerv = n — 2 — 2 = n — 4, absurde.



7)

1)

a)

Si on montre que {y, v(y), ..., v" 2(y)} est libre, alors dim H = n—1.
En effet : Soit Ag,..., Ap_2 tel que : Aoy + ... + X020 %(y) = 0,
composons par v" 2, donc A\gv" %(y) = 0, car v ! = 0 et donc
VP = 0,Vk >n—1, or v" 2(y) # 0, car y ¢ Kerv" 2, donc \g = 0,
en composant aprés par v" 3, on trouve \; = 0 et ainsi de suite.

Soit x € H NKxg, donc & = Axg = Ay + ... + A\y_20™ 2(y), or zg €
Kerv, donc z aussi d’ot1 v(z) = 0 mais surtout v"~2(z) = 0, en repre-
nant la méme démarche que dans la question précédente, on montre
que tous les A; sont nuls donc x = 0, donc H NKzy = {0}, ainsi leur
somme est directe, de plus dim Kzg = 1, donc dim (H & Kzg) = n
donc H ® Kzg = E.

Montrons maintenant H et Kx, sont stables par v.

Soit € H, donc & = Ay + ... + A\y—20" " %(y), d'out

v(z) = Av(y) + ... + A\gv"2(y) € H, car v"! = 0.

Soit = € Kz, donc x = Axg, d’ou v(z) = 0 € Kz car zy € Kerv.

B={y,v(y),...,v"%(y), z} est une base de E car ruénion de deux
base de H et Kxg avec H ® Kxzg = E. Dans ce cas

0 0
1

J:MB(’U): 0
0 0 10

B- Cas général.

D’aprés la forme de M, on a :

u(er) = eg, ..., u(en_2) = en_1,u(€n_1) = €1 + ... + Q26,1 €t

enfin u(e,) = ae,. Donc u?(e;) = u(ey) = ez et par récurrence

sur 1 < k < n — 2, on montre que u¥(e;) = epy1 et enfin
( u(u"2(e1)) = ulen_1) = apey + ... + Qp_2€,_1.

2)

b)

b)

n—2
R(u)(er) =u""Y(er) = > axut(en)
k=0
n—2
=g + ...+ Qp_2€,_1 — Z Qi1
k=0
=0

Pour k € {2,...,n — 1}, on a e, = u*"!(e;), donc R(u)(ex) =
R(u) o u*1(ey) = u*t o R(u)(e;) = 0.
D’autre part u(e,) = ae,, donc u*(e,) = afe, et R(u)(e,) =
R(a)(e,) = 0 car « racine de R.
Ainsi R(u) s’annulle sur une base de E, donc sur E, d’ou R(u) = 0,
donc R est un polynome annulateur de wu.
Supposons degm, < n — 2, donc 7, = Ay + -+ + Ao X" 72,
avec les \; non tous nuls. Or m,(e;) = 0 et u*(e;) = epy1, donc
Xo€1 + -+ Ap_2e,_1 = 0, avec les \; non tous, donc la famille
{e1, -+ ,en_1} est liée, absurde car incluse dans une base. D’aprés
la question précédente on a m, divise R, et deg R = n — 1, donc
degm, <n—1,or degm, >n—1, donc degm, =degR=n—1, or
m, divise R et sont tous les deux unitaires donc égaux. D’ou u € C.

En développant suivant la dérniere ligne, on trouve que

0 0 ... 0 w

1 0 ... 0 o
Xu=(a—X)xppouM =10 " . 1 = |,

: . 1 0 Ap_3

0 ... 0 1 ayo

matrice classique appelée matrice compagnon dont le polynéme ca-
ractéristque est exactement (—1)""'R, formule qu’'on obtient en
développant le déterminant suivant la derniere colonne.

Dot x, = (—1)"(X — a)R.

m, qui est unitaire de degré n—1 divise x, de degré n et de coéfficient
dominant (—1)", donc x, = (—1)"(X — a)7m,, or x, et m, ont les
mémes racines qui sont les valeurs propres de u, donc « qui est racine
de x, est aussi racine de 7.

Onavy, = (X —a)fQe QAN (X —a) =1 car Q(a) # 0,



)

or xu(u) = 0, d’aprés le théoreme des noyaux on conclut que :
E = Kerx,(u) = Ker(u — alg)* & KerQ(u).
De facon pareille puisque, m, = (X — a)*7'Q et m,(u) = 0, on a
aussi F = Ker(u — alg)* ! @ KerQ(u).
En utilisant 1'inégalité précedente on conclut que :
dim Ker(u — alg)* = dimKer(u — alg)*1, or Ker(u — alg)*! C
Ker(u — alg)¥, d’ou Pégalité.
D’autre part, supposons que
Ker(u — alp)®2 = Ker(u — alg)*~!, donc
E = Ker(u — alg)*20KerQ(u) = Ker(u — alg)* 2 o Q(u), d’aprés
le théoréme des noyaux, ainsi (X —a)*~2@Q est un polynome annula-
teur de u donc divisible par 7, = (X —a)*~1Q ce qui est impossible,
donc Ker(u — alp)*2 # Ker(u — alg)* !, or Ker(u — alp)k=2 C
Ker(u — alg)k~1, d’otl 'inclusion est stricte.
i. Vo € Ker(u — alg)® = Ker(u — alp)k!
0, donc v*(z) = 0.
Or Ker(u — alg)*2 # Ker(u — alg)*! donc vF=2 # 0.
ii. Raisonner de fagon pareille que dans la question I1.A.7

On a H, C Ker(u — alg)* donc

HyNKerQ(u) C Ker(u — alg)*NKerQ(u) = {0} car (X —a)*AQ = 1
puisque Q(«) # 0, donc la somme H; + Ker@Q(u) est directe. Or
E = Ker(u — alg)* ® KerQ(u) = Kz ® H; ® KerQ(u) = Kzo @ H,
avec H = H; + Ker@(u) stable par u en tant que somme de deux
sous espace vectoriel stables par u.

i. Soit B une base de H, alors B = {x}UB’ est une base de E avec

a 0 0
0

) =

,ona (u—alg)*

MB(U) =

‘ M (0) , et ceci car u(zg) = awg,u =w

0
sur H qui est stable par u. Donc y, = (@ — X)Xuw-
Or x, = (—=1)"(X — a)*Q, donc x, = (—=1)""1(X
(—1)" 7, et m,(a) = 0, donc x,(a) =
meémes racines, donc m, () = 0.

0)~1Q =

0, or m, et x, ont les

ii. D’abord m,(u) = 0 sur H, car w = u sur H, d’autre part, comme

3)

1)

u(zo) = axg, alors m,(u)(zg) = mw(a)zg = 0, donc m,(u) =0
sur Kzg, et comme E = Kz @ H, alors m,(u) = 0.
Ainsi 7, divise m,, or degm, = n — 1 car u € C, d'ou
degm, > n — 1 et comme w est un endomorphisme de H et
dim H =n — 1, alors degm, < n — 1, d’ou I'égalité.

f) Soit e € H tel que:m., = m,, et supposons que la famille
{e,w(e),...,w"2(e)} est liée, donc ils existent des coéfficients
Ao, - - - s Ao non tous nuls tels que Age+ jw(e)+. . .+, 2w 2(e) =
0, donc P(u)(e) = 0 avec P(X) = Ao+ MX + ...+ X2 X" 2 de
degré inférieur a n—2, or deg 7., = n—1 ce qui contredit le fait que
deg e, est un polynome annulateur pour e de degré minimal. Ainsi

B = {e,w(e),...,w"2(e)} est libre dans H de cardinal n — 1 =
0 0 ... 0
1 0 ... 0 o
dim H, donc base de H, avec Mp(w) = | 0 Lo
: . 1 0 Q3
0 ... 0 1 oy

En prenant B = BU {zy}, on obtient Mp(u) de la forme (1).

Le sens direct découle de la question précédente, celui inverse découle de
la question I1.B.1.c

3mePartie

a) On sait que le déterminant est une forme n-linéaire donc continue.
D’autre part G(C) = det™'(C*) et G(R) = det™'(]0, +o0[) sont ou-
verts car C* et |0, 00| sont ouverts et det continue.

b) Posons A (@i j)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n €t AB =

(Cz j)1<l I<n; avec

Z a; 1:by, j, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

2, < (;ak> (Zb ) donc



c)

IAB|I? = > o,

1<4,5<n

n n n n
-y (z ) (z b)

i=1 j=1 \k=1 k=1

= [ AIP|IBI?

Montrons d’abors ce résultat, si £/ est muni d’'une norme d’algebre
Il et si z € E tel que : ||z|| < 1, alors (1 — z) inversible d’inverse
+oo

E .Cl?k.
k=0

En effet, on sait que (1 — x)

n
2F=1— 2" et

k=0
+o0o
n+1 n+1 _ k _
, =1
|| < ||zl — Ocar |z||<1,donc (1—x) ) z"=1
n—-+0o00 P

Revenons a notre probleme maintenant, donc
7] < [A7HTH = [[ATH| < [[A7 1 H] < 1

+oo
= I, + A~ ' H inversible, d’inverse Z(—A_lH)
k=0

Donc A + H = A(l, + A™'H) est aussi inversible d’inverse
+00

(I+ATTH)TTAT =Y (AT H)FAT = A7 +Z ATVHY AT
k=0

dot (A+ H) 1= A7 =D (AT H)FA™

k=1
Il suffit de montrer que lilgn 0(A+H)t=A4""
En effet, dans ce cas on peut supposer ||H|| < [|A7'||7' et donc

Ir <0 tel que: |[A'H|| < r < 1, donc

I(A+H)™ = ATHH)RATY|

A7 —IIZ
—+00

< ATHRAT Y |lAT |

k=0
< |H|LJAT2D ot
—12
_ A=A 0
1—r H—0

2) a) Posons A =
T(z) =

(ai,j)1<ij<na B = (bij)1<ij<na donc

Z H xbz O'(Z

oc€S, 1=1

det(zB+(1—2)A — Z); 4(;)) €st un

polynome en x de degré inférieur & n non nul, car T'(1) = det B # 0.
1+ 1~ 142 1
b) i li{n§ ~(t) = hm— ~(t) = +2 T =7(3): donc 7y est conti-
nue et par sulte <;5 aussi, or 7(0) =0 et y(1) = 1, donc ¢(0) =
et (1) =
p
ii. On a det¢(t) = T(v(t)) et T'(x H:E — z;, donc det ¢(t) =
» i=1
Hv(t)—z,-, or Im(y(t) — z) = 2tr —Imz si0<t<3
j= =2r(l—t)—Imz; si0<t<1

i=1
Supposons Im(vy(t) — z;) = 0.

1

— lércas: 0 <t < —, dans ce cas Imz; = 2tr < r, absurde.

—_
[\3

— 2eme cas : = < t < 1, dans ce cas Imz; = 2(1 — t)r < r,

2
absurde.

Ainsi t — ¢(t) est un chemin inclu dans GL, (C), joignant A et
B, donc GL,,(C) est connexe par arcs.

3) Découle du fait que les applications P + P.J, P — P~! sont continues
donc leur produit aussi, et du fait que I'image d’un connexe par arcs par
une application continue est connexe par arcs.



00 ... 0 B O = ta joingnat J = 4(0) et M = 4(1).
10 0 B 0 Pr = ta, Vk %_12 5) D’aprés la question précedente toute matrice peut étre jointe a J par un
0 : : : _ an-1 _ k chemin continue inclu dans C(K), si on prend deux matrices quelconques
4) Ona:M@t)=| L0 g, o avec o =0 ;ﬁ’“ﬁ M et N dans C(K), on joign(e 3\4 a J, puis J & N, donc M & N, d’ont
('] ' 01 ﬂn_?’ 0 n—2 C(K) est connexe par arcs.
A n—2 6n—1 _ Z 6kﬂk
o o0 ...0 0 g prt
Ainsi M (t) remplit les conditions des matrices de la forme (1), donc
M(t) € C(K).
D’autre part les coéfficients de M(t) sont des fonctions polynomailes en
t, donc ¢ : t — M(t) est continue, c’est donc un chemin inclu dans C(K), Fln .






